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RESUMO
Desenvolvemos uma teoria cinitica de gases densos segun 
do o modelo proposto por Enskog baseando-nos no método dos momen 
tos de Grad.
Analisamos o problema de propagação de ondas longitudi­
nais planas nos casos de 13 e 5 campos escalares.
Através do método de iteração maxwelliana determinamos 
os coeficientes de transporte.
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ABSTRACT
We develope a kinetic theory of dense gases according 
to the model proposed by Enskog. The theory is based on Grad's 
moment method.
We analyse the problem of longitudinal plane waves 
propagation in the cases of 13 and 5 scalar fields.
Using a Maxwellian iteration method we determine the 
transport coefficients.
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INTRODUÇÃO
A teoria cinética dos gases busca a formulação matemáti 
ca das propriedades dos gases,admitindo que os mesmos sejam cons 
tituídos de um grande número de diminutas partículas(átomos e mo 
lêculas) possuidoras de rápidos movimentos. A essas partículas, 
dentro de certos limites de pressão e temperatura, podemos apli­
car as leis da mecânica clássica. Devido aos movimentos que po£ 
suem,as partículas colidem entre si e com as paredes do recipien 
te que encerra o gás, descrevendo trajetórias retilíneas entre 
duas colisões consecutivas.
No caso de gases ideais, é grande a diferença entre as 
dimensões atômicas e o livre caminho médio (distância média per­
corrida pela partícula entre duas colisões consecutivas), sendo 
que para esse tipo de gás é aplicável a equação de Boltzmann.
Para o caso de gases densos Enskog propôs um modelo, in 
troduzindo duas modificações nessa equação. A primeira modifica 
ção considera como significativo o volume ocupado pelos átomos , 
e a segunda considera que o aumento da densidade do gás aumenta 
o número de colisões.
0 nosso objetivo neste trabalho é o desenvolvimento de 
vima teoria cinética de gases densos com 13 campos escalares. Ana 
lisamos o problema da propagação de ondas e verificamos que a ve
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locidade de fase é finita, mesmo quando a freqüência tende ao in 
finito, resultado importante para a avaliação da teoria desenvol 
vida. Mediante um tipo de iteração maxwelliana obtemos coeficien 
tes de transporte compatíveis com os obtidos pelo método de Cha£ 
man-Enskog (vide |0l| cap.16). Finalmente, no caso limite de 5 
campos escalares, a análise da propagação de ondas nos leva ao 
"paradoxo da condução de calor".
Observação: adotaremos a notação cartesiana para tensores, e




I, FUNDAMENTOS DA TEORIA CINÉTICA DOS GASES
Introduzimos inicialmente algumas definições básicas 
que são importantes para o desenvolvimento subseqüente deste 
trabalho, e que se baseiam em |01|, |02| e |03|.
A partir da equação de Liouville e da dinâmica da colî  
são binária, obtemos a equação de Boltzmann que i aplicável a 
gases não densos. Nesta equação são feitas duas modificações que 
nos levam á equação de transporte para gases densos proposta por 
Enskog |04| .
Pela introdução da função arbitrária i|)(x,ç,t) nesta úl 
tima equação e posterior integração na variável c^ , obtemos a 
equação de transporte I e a equação de transporte II (com desen
 ̂ â. âvolvimento, respectivamente, até os termos de 1. e 2. ordem em 
a, onde a é o diâmetro atômico). O motivo pelo qual obtemos es 
tas duas equações de transporte será esclarecido quando tratar 
mos da obtenção dos coeficientes de transporte no Capitulo 4.
1.1 DEFINIÇÕES BÁSICAS
i) Espaço de Fase
Para gases monoatômicos simples, cada átomo pode ser
caracterizado pela sua posição x no espaço e pela sua velocida 
de c, não necessitando de outras coordenadas como no caso de mo 
léculas poliatômicas.
Um elemento de volume do espaço físico conterá o ponto 
x e será denotado por dx (i.e., em coordenadas cartesianas dx = 
= dx-̂  dx£ dx^) . Analogamente, um elemento de volume no espaço 
de velocidade serã denotado por dc (= dc^ dC2 dc^) e será o li 
mite da variação da velocidade c. A integral de volume no espa
ço físico serã denotado por J~. . .dx e se estenderá a todo o volu
me físico ocupado pelo gás. Da mesma forma, a integral de volu
me no espaço de velocidades serã denotado por J l. .dc e se esten
derã de a +®.
O espaço hexa-dimensional no qual o estado do ãtomo é 
caracterizado por suas três coordenadas espaciais e pelas três 
componentes da sua velocidade é chamado de espaço de fase y , e 
os pontos deste espaço são chamados de pontos de fase.
O tempo serã representado pela variável t e o seu in­
tervalo elementar por dt.
ii) Função de distribuição
A função que contém as informações caracterizadoras do
espaço de fase é a função de distribuição das velocidades
f(x,c,t), de forma que
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representa o número esperado de átomos situados entre x e x+dx, 
cujas velocidades variam entre c e c+dc, no instante t.
Podemos utilizar as coordenadas cartesianas e escrever
= ^ ( * 0 ^ ) 4 * ,  **2 ̂ *3 ̂ 7 ̂  ̂ 3  • (1.1.1)
A função de distribuição será tratada em maiores detalhes no Ca 
pítulo 2,com uma abordagem mais especifica para o caso de gases 
próximos ao equilíbrio.
iii) Densidade Numérica e de Massa
A densidade numérica n(x,t) é uma propriedade macroscõ 
pica do gás que pode ser obtida a partir da função de distribui 
ção, sendo definida como o número de átomos por unidade de volu 
me na posição x no instante t:
Sendo m a massa de cada um dos átomos idênticos que 
constituem o gás monoatômico, a densidade de massa (ou simples­
mente densidade) na posição x no instante t ê dada por
U ,  tf - 'n n  (sy 0 - (1.1.3)
iv) Velocidade do Gás e Velocidade Peculiar
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Considerando que um átomo com velocidade c^ tem momen-
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to linear mc^, e que existem f(x,c,t)dx dc átomos situados en­
tre x e x + dx, com velocidades variando entre c e c + dc,no ins 
tante t, o momento linear desses átomos será
Sendo p(x,t)dx a massa do gás em dx, podemos expressar a velo­
cidade do gás, em termos do momento linear, como
ficado pela sua velocidade c relativa a um referencial em repou 
so, ou pela sua velocidade relativa a um referencial em movimen 
to. A velocidade do átomo relativa ao referencial que se move 
com velocidade v será chamada de velocidade peculiar e será de­
notada por C. Assim,
e o momento linear total em dx será
(1.1.4)
O movimento de translação de um átomo pode ser especi-
C * Ç - O' (1.1.5)
ou, em coordenadas cartesianas
(1.1.5')
v) Energia Interna do Gás
A partir da eq.(1.1.5') podemos escrever, para a ener-
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gia cinética de um átomo, que
2
-L /t-j c* r m  C  + m  O.V. + — rr\& . (1.1.6)
2 2 C I  2
Esta equação, na média, tem o termo mC^v^ anulado porque a velo
cidade peculiar média é nula; também na média, o último termo
1 0equivale a — pv^, que e a energia cinética associada ao escoa -
1 2mento do gas como um todo. Considerando que na media •jroC cor
responde â energia interna do gás, temos que
6? / = ■ Ç'~£^J 2 f  ̂  ^  / (1.1.7)
onde u(x,t) ê a energia interna por unidade de massa do gás.
vi) Temperatura
Em teoria cinética, a temperatura T de um gás, num es­
tado estacionário uniforme em repouso ou em translação uniforme, 
é definida através da relação
pjj, = * - n k T ,  (1.1.8)
onde k é uma constante única para todos os gases chamada de cons 
tante de Boltzmann, cujo valor numérico ê
/= /. ̂ >80ß x /0 * ER q I
' /k e c v w
(1.1.9)
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1.2 A EQUAÇÃO DE LIOUVILLE
Seja um gãs monoatômico simples no qual não há intera-
ções entre os átomos, nem entre os átomos e as paredes do rec:L 
piente. Neste caso, os valores x^ e num dado instante deter­
minarão a trajetória a ser percorrida pelo átomo desde que a for 
ça externa seja conhecida, uma vez que o movimento do átomo obe 
dece à equação diferencial
onde é a força externa especifica de corpo, independente de
se y, e assim, cada átomo com seus valores de x^ e c^ constitui 
um ponto neste espaço y, o ponto de fase. Portanto,no volume de 
fase Q, temos N pontos de fase, ou seja,
1L
Analogamente ao volume material do espaço tridimensio­
nal,podemos definir um volume material de fase cuja superfície 
E(íí) se move com velocidade
(1.2.1)
Podemos considerar dx dc um elemento do espaço de fa
(1 . 2 . 2)
(1.2.3)
com L = 1,2,...,6, onde XL para L = 1,2,3 é a posição do átomo 
e para L = 4,5,6 i a sua velocidade.
Como não estamos considerando as interações atômicas , 
nem as interações entre os átomos e as paredes do recipiente, 
não há criação nem destruição de pontos de fase, sendo nula a 
taxa de variação de N. Assim,
0 teorema do transporte para volumes |05|




aplicado ao nosso caso, fornece
t * L  <L*4c
■'si
t  + (1.2.6)
onde eT é a componente L do vetor unitário normal a E (íi) e f éLi
uma abreviação de f(x,c,t). Aplicando o teorema da divergência à 




J L \  . Î Î . C . J H . Î . .
rà \_L L ‘
e j .  _ teci &L i
+  õ j ;  0 /
(1.2.8)
/$l 0-x..c
pois c^ e x^ são variáveis independentes, e da eq. (1.2.1) sabe 
mos que x^ = é independente de c^. Logo,
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Como esta equação deve subsistir para todo 0, o seu integrando 
deve ser nulo e teremos
é i - = o  (1.2.10)
ou explicitamente,
+ = 0  (1.2.11)
0-t c^í <-õ£ '
que é uma equação diferencial parcial para a função de distri. 
buição f para o caso de um gãs simples cujos átomos não inter 
agem nem entre si, nem com as paredes do recipiente, chamada 
equação de Liouville.
Se forem consideradas as colisões entre os átomos, po­
derá haver criação ou destruição de pontos de fase dentro do vo 
lume material de fase. Neste caso, a eq. (1.2.11) assume a for 
ma
I h c^ + F S t - p '  ( 1 - 2 - 1 2>
onde P ê a densidade de fase da taxa de produção que chamaremos 
simplesmente de "produção", e que será detalhada na seção 1.4. 
Para tanto, necessitamos de uma discussão preliminar sobre a di 
nãmica da colisão binária.
1,3 DINÂMICA DE UMA COLISÃO BINÁRIA
• ct * 8Uma vez conhecidas as velocidades iniciais xi e x? de
dois átomos envolvidos numa colisão binária, é possível obter 
suas velocidades finais x£a e através da dinâmica de uma co 
lisão binária. Admitimos que as forças externas atuantes nos áto 
mos são bastante pequenas se comparadas com aquelas envolvidas 
na colisão. Assim, pode ser negligenciado o efeito das forças ex 
ternas na dinâmica da colisão e podemos escrever as seguintes
equações do movimento para os dois átomos:
onde m e m„ são as massas dos átomos envolvidos na colisão, x? a 3 i
e x? são seus vetores posicionais e x = x. - x é a distân-1 ^  ~gct ~a
cia (vetorial) que os separa (Fig.1.3.1). «Mx^) é o potencial
de interação para o qual admitimos um domínio limitado,ou seja, 
4> (x .) 0 quando x. -* “ . Para fins de generalidade considerare
CX p p Ot
mos, por enquanto, que os átomos envolvidos na colisão têm mas­
sas diferentes.
Fig. 1.3.1 - Vetores posicionais dos átomos envolvidos 
na colisão binária, do seu centro de mas­
sa s e distância vetorial éntre os átomos.
Definimos razão mãssica como




de forma que o vetor posicionai xg do centro de massa e os veto
res posicionais x e xn dos átomos a e 6 relativos ao centro c ~as -3s
de massa s ficam:
£ = M a tC . + M  x , = _ M  ^  X. = M  X* ■ (1.3.4)<Ÿ )3<K ~/5/ /5o<
A soma das equações do movimento (1.3.1) fornece x =0.~ s
Portanto, x = CTE, e assim, as velocidades assintõticas c , cc ~s - a ~ p
(antes da colisão) e c’ , c' (depois da colisão) obedecem à equa
~CL ~  p —
ção
A>T/ C , + rr) C = /-n . C* + rr). C t (1.3.5)'*Wc< “ /3 ̂»/S 'cK T
que representa a lei de conservação do momento linear para os
átomos envolvidos na colisão.
Multiplicando as equações (1.3.1)1 2 respectivamente , 
por l/ma e l/m^r e subtraindo uma da outra, obtemos
±_ , (1.3.6)
que, multiplicada escalarmente por x?a fornece
<í I P-*k -;-2 ) _ A Í V < )  (1.3.7)
2 V  " u
Portanto, temos
13
que representa a lei de conservação da energia durante a coli
são.
Introduzindo as velocidades assintõticas relativas an­
tes e depois da colisão, respectivamente,
&  = cA - c , P r = c' - c' r (1.3.9)
e tendo em conta a eq. (1.3.8), obtemos
4 « = ^ /  (1-3-10>
pois <í> (x̂ )̂ -► 0 quando xgct')'C0* Assim, são iguais os módulos
das velocidades relativas dos dois átomos antes e depois da co­
lisão .
Multiplicando vetorialmente a eq. (1.3.6) por x , ob-
~  P (X
temos
— — ( tC  x xl )= O , donde X = c o h s t w t e . (1.3.11)
que expressa a conservação do momento angular.
Denotando por b(b') a projeção de xga (xga  ̂ ortogonal - 
mente a ge (g' ), podemos escrever
~  p Ot p Oí
^  / (1-3-12)
7 ^  ^(V<)= C0'JSTA"re; (1.3.8)
e teremos
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chamado de parâmetro de colisão.
Considerando agora o caso de um gãs monoatômico sim - 
pies, os átomos envolvidos na colisão binária terão a mesma mas 
sa m.
Denotaremos as velocidades de um dos átomos pelo índi­
ce 1 enquanto que as do outro átomo serão representadas sem ín 
dice. Portanto, c e c^ serão as velocidades dos átomos antes da 
colisão (i.e., antes dos dois átomos terem iniciado apreciavel­
mente a influência recíproca), e c' e c| serão as suas velocida 
des depois da colisão (i.e., depois dos dois átomos terem termi 
nado apreciavelmente a influência recíproca).
As equações de conservação do momento linear e da ener 
gia ficam, respectivamente,
L = é>r / (1.3.13)
nnc + m c i = rnç.' + mçj, (1.3.14)
e
/  ̂ / 2. / 2. { ê2 n o i r\
—  m c  + ~ r r ) C f =  —  m c '  +- - j - r n C j  • ( 1 . 3 . 15 )
A velocidade do centro de massa (constante durante a co 
lisão) e agora denotada por G passa a ser
Q  - £±-£f. = (1.3.16)
~ 2 2




g  = 5'/ (1.3.18)
ou seja, a colisão simplesmente promove a rotação de g, sem al­
terar o seu módulo.
A especificação de G, g e dos ângulos © e e(Fig.l.3.2)
determina completamente g 1. Uma vez conhecido g’, podemos calcu
lar c* e c' pois das equações (1.3.16) e (1.3.17), obtemos
s  = S - f - | /  s,= Q + j-ê' (1 . 3 . 19)
S'=ê-yâ'/ £ ! =Ç->-j-ê'- (1.3.20) ̂A/  ̂ N
Portanto, a colisão fica completamente determinada pela especi­
ficação de G, g, © e e, ou de c, c^, © e e.
£=<?,"£, (1.3.17)
Fig. 1t3.2 - Geometria da colisão binária no sistema de 
coordenadas centrado em G(centro de massa), 
©(ângulo polar) e e(ângulo azimutal) defi 
nem a orientação de g’ em relação a g.
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0 parâmetro de colisão e o ângulo e podem ser substituí 
dos pelo vetor de colisão k, definido como o vetor unitário com 
orientação g-g', ou seja,
Com o auxílio deste vetor, podemos escrever equações explícitas 
que relacionam c, c^ a c', c^ . A  Fig. 1.3.3 mostra a trajetória 
de um ãtomo com índice 1 e um plano A perpendicular a g, plano 
este que contém o ãtomo sem índice. Como são iguais os módulos 
de g e de g', o vetor k tem a direção da bissetriz do ângulo for
Fig. 1.3.3 - Vetor de colisão k. 




g  - k = ~ g'm & / (1.3.22)
e assim,
4 - g - k
(1.3.23)
Logo,
ê-ê'- 2k~{é-h), g-g'-- *é(g'-í) (1.3.24)
Estas expressões nos permitem escrever c1, c| em função de c , 
c^, bem como c, c^ em função de c', cĵ na forma
S ' - S * k í § - Í ) ,  ?/=£,- (1-3.25)
e
s - f + i t e - i ) ,  S r s ' , - h i é - í ) -  (1-3-26>
0 primeiro par de equações (1.3.25) mostra que podemos conhecer 
as velocidades finais c 1, c| a partir das velocidades iniciais 
c, c' e do vetor de colisão k. Por outro lado, o segundo par de 
equações (1.3.26) nos permite conhecer as velocidades iniciais 
c, c^ a partir das velocidades finais c', c| e do vetor de coli 
são k. Uma vez que são lineares as equações (1.3.25) e (1.3.26) 
e que a transformação de c, c^ para c’, cĵ pode ser feita sim­
plesmente permutando as variáveis com e sem plicas,segue-se que 
o Jacobiano da transformação (c,c^) (c',c£) deve ser igual ao
Jacobiano da transformação (c',c^) -*■ (c,c^) :




Consideremos agora o caso de uma colisão referida a um
sistema de coordenadas onde um dos átomos(sem índice) estará em 
repouso com seu centro na origem do referencial. 0 centro do ou 
tro átomo(com índice 1) descreverá uma trajetória num plano que 
contém o ponto O (vide Fig. 1.3.4), com velocidades g e g' an-
Fig. 1.3.4 - Geometria da colisão binária: o átomo sem
índice está em repouso com seu centro na 
origem 0 do sistema de coordenadas,enquan 
to o átomo com índice 1 descreve uma tra 
jetõria plana com velocidades g e g' an­





tes e depois da colisão, respectivamente. A distância do pontoO 
a qualquer uma das assíntotas â trajetória é o parâmetro de co­
lisão b.
Escolhamos o referencial com o eixo polar paralelo a g. Uma vez 
que g = g1, o estado final será especificado pelos dois ângulos 
de espalhamento 0 e e, sendo 0 o ângulo entre o eixo polar e g' 
e e o ângulo azimutal especificando a posição do plano da traje 
tória no espaço.
Feitas estas considerações sobre a dinâmica da colisão 
binária, trataremos a seguir da equação de Boltzmann.
I A  EQUAÇÃO DE BOLTZMANN
Podemos obter uma expressão para a produção P da equa­
ção (1.2.12) a partir das seguintes suposições:
i) contribuem para P somente colisões binárias;
ii) são negligenciáveis os efeitos das forças externas 
no resultado dinâmico da colisão;
iii) a velocidade de uma molécula i independente de sua 
posição (hipótese do "caos molecular").
A argumentação é devida a Boltzmann, conhecida como Stosszahlan 
satz (do alemão, suposição do número de colisões) .
Consideremos, num gãs monoatômico simples,a colisão en
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tre dois átomos, um com velocidade c, outro com velocidade c^.
Fig. 1.4.1 - O cilindro de base bdbde e altura gdt é 
chamado de cilindro de colisão associado 
ao átomo considerado.
A Fig. 1.4.1 mostra o primeiro átomo (sem índice) em repouso no 
plano a, enquanto o outro átomo (com índice 1) se aproxima des­
se plano segundo um ângulo reto e com velocidade g. Se, num ins 
tante t, o átomo que se aproxima se encontra no cilindro B de 
base bdbde e altura gdt, haverá durante o intervalo de tempo dt, 
que é grande se comparado á duração da colisão, interações que 
alteram as velocidades dos dois átomos. Teremos pois, modifica­
ções na densidade de fase da produção.
De acordo com a definição de função de distribuição de
velocidades(vide Item 1.1.ii) o número esperado de átomos do ti 
po 1 com velocidades entre c^ e c^ + dc^ localizados no cilin 
dro de colisão de volume gbdbdedt será
Sendo f(x,c,t)dx dc o número esperado de átomos com velocidades 
entre c e c + dc, localizados entre x e x + dx, no instante 
t, temos que
representa o número esperado de colisões entre átomos com velo-
tão situados entre x e x + dx, com variáveis geométricas de co 
lisão variando entre b e  b + db,e e e e+de, durante o in­
tervalo de tempo dt.
átomos situados entre x e x + dx e com velocidades entre c e 
c + dc. Cada átomo deste conjunto terá sua velocidade alterada 
apõs sofrer uma colisão, o que implica na perda desse átomo pe­
lo conjunto. Assim, o número de átomos perdidos por este conjun 
to, durante o intervalo de tempo dt, devido a colisões com áto­
mos que têm velocidades entre c^ e c^ + dc^ e tal que as va 
riãveis geométricas da colisão variem entre b e b + db, e e e 
e + de, á dado pela eq. (1.4.2). Esta expressão integrada em ĉ, 
b e e no instante t fornece a taxa de destruição de pontos de 
fase P dc dx dt. Logo,
(1.4.1)
^  é c  éç, (1.4.2)
cidades entre c e c + dc, e c^ e c-̂ + dc^. Estes átomos es
Consideremos o conjunto de átomos sem índice, ou seja,
P  = (1.4.3)
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De forma similar podemos calcular a taxa de criação de 
pontos de fase P+ dc dx dt. Para isso, precisamos considerar os 
átomos que têm velocidades entre c e c + dc e entre c^ e 
c^ + dc^ depois da colisão, o que será feito com o auxilio da 
colisão inversa. Seja a colisão de um átomo de massa m e velo­
cidade c' com outro átomo de mesma massa e velocidade c|.Depois 
da colisão o primeiro átomo terá velocidade c e o outro terá ve 
locidade ci. Tal colisão é chamada de colisão inversa (ver Fig. 
1.4.2) .
Fig. 1.4.2 - Colisão direta (a); colisão inversa (b).
0 número de colisões entre x e x + dx, durante o inter 
valo de tempo dt, envolvendo átomos com velocidades entre c' e 
c1 + dc1 e átomos com velocidades entre cĵ e c1 + dc^ antes 
da colisão, com parâmetro de impacto entre b e b + db, e ângu 
lo azimutal entre e e e + de, será
(1.4.4)
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que, devido às equações (1.3.13),(1.3.18) e (1.3.29) i igual a
(*■£, t) i  ($, S'„ (1.4.5)
Esta expressão integrada em c^, b e e, no instante t, nos dã a 
taxa de criação de pontos de fase, ou seja,
( ^ S u ^ ) g  t x t í x t e à c ,. (1.4.6)
Combinando (1.4.3) e (1.4.8) obtemos a taxa de variação na qual 
a função de distribuição f (átomos do tipo sem índice) está sen 
do alterada devido a colisões com átomos do tipo com índice 1 ,
ou seja, obtemos a densidade de fase da taxa de produção P da
eq. (1.2.12). Assim,
P* f f , ) d - 4-7!
onde utilizamos as seguintes abreviações:
(1.4.8)
Podemos agora, a partir da eq. (1.2.12), escrever a equação de 
evolução da função de distribuição de velocidades no espaço de 
fase. Trata-se da equação íntegro-diferencial
f í + ^  (1-4 -91
chamada de equação de Boltzmann.
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1.5 EQUAÇÃO DE ENSKOG
A equação de Boltzmann expressa na forma da eq.(1.4.9) 
tem sua aplicação restrita a gases não densos (dimensões atônti 
cas pequenas se comparadas ao livre caminho médio),onde a trans 
ferincia das propriedades atômicas é conseqüência do movimento 
livre dos átomos entre as colisões.Para o caso de gases densos, 
as dimensões atômicas não mais são pequenas em relação ao livre 
caminho médio. Surge, dessa forma, um mecanismo adicional de 
transferência de momento linear e energia.
Enskog |04| foi quem primeiro estudou essa transferên­
cia devida a colisões nos gases densos, estendendo a teoria ci 
nética de gases com densidades baixas.
A vantagem do modelo de Enskog é que as colisões são 
instantâneas (esferas rígidas) e ê negligenciãvel a probabilida 
de de colisões múltiplas (colisões simultâneas de mais de dois 
átomos). As correções introduzidas por Enskog levam em conta que 
o diâmetro atômico não mais é pequeno em comparação ao livre ca 
minho médio. Esta consideração tem como conseqüência que duran­
te a colisão, momento linear e energia são transferidos de uma 
distância igual â distância que separa os centros dos dois áto­
mos, ou seja, no caso de gás monoatômico simples essa distância 
é igual ao diâmetro da esfera representativa do âtomo.
Apesar de vãlida somente para o modelo de esfera rígi­
da, segundo Ferziger-Kaper |02| a teoria de Enskog pode ter seus 
resultados aplicados para gases reais, desde que seja feita uma 
escolha adequada do diâmetro efetivo de colisão.
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Vamos então às considerações devidas a Enskog. Seja a 
Fig. 1.5.1 onde são representados dois átomos no instante da co 
lisão, o átomo 1 com velocidades relativas g e g' antes e de­
pois da colisão, respectivamente. 0 vetor de colisão k dado pe
la eq. (1.3.21), neste caso tem a mesma direção da reta que pas
sa pelos centros dos dois átomos. Ainda da Fig. 1.5.1, observa
mos que $ = ^(n - a) . Com o auxílio da Fig. 1.3.4, notamos que o
Fig. 1.5.1 - Geometria da colisão entre duas esferas 
rígidas.
plano definido por g' e k forma um ângulo e com o plano referen 
ciai que contém g. Assim, 8 e e são coordenadas polares que de­
finem a direção de k na esfera de raio unitário, e portanto, po 
demos escrever
<Le (1.5.1)
onde o índice 2 que aparece no primeiro membro diz respeito à 





d 2k = -J---- k><th<Í6 (1.5.3)
C£  COŜ â 7
donde se conclui que o ângulo sólido infinitesimal gbdbde i
2 2igual a a g cos g d k e a e q .  (1.4.2) pode ser escrita na forma
■j(%,£,*) (*’$<, *  ( g ék) (1.5.4)
Como estamos tratando de gases densos, os centros dos 
dois átomos que colidem não se encontram no mesmo ponto,uma vez 
que as dimensões atômicas estão agora sendo consideradas.Então, 
se no instante da colisão o centro do primeiro átomo (sem índ_i 
ce) se encontra na posição x, o centro do segundo átomo (índice 
1) estará na posição x - ak (ver Fig. 1.5.1) , de forma que
f(x,c-j,t) precisa ser substituída por f (x-ak,c^,t) .
Também, uma vez que o gás i denso, o volume por átomo
l/n, onde n i a densidade numérica do gás, se torna comparável
- 4 a  3 ^ao volume do atomo que e n (—) . Assim, o volume no qual um ato
mo pode estar situado (ou seja, o "volume livre") se reduz, e a
probabilidade de colisão aumenta. Este fato é levado em conta 
ao se multiplicar a expressão (1.5.4) por vim fator X/ Çlue é fun 
ção da densidade numérica, e portanto da posição e do tempo. A 
função deve ser calculada no ponto de contacto (x-^ak) en­




^ k - a k ) ^ ( é ‘è ) ^ é  (k < t ç t <t* (i.5.5)
^ ( z - o ÿ ^ f e - e L ^  c4/t).
Na expressão (1.5.5), f ̂ (x - ak) e a funçao de distribuição para 
os átomos cujos centros de massa estão situados entre x - ak e 
x-ak + dx, átomos estes com velocidades entre c^ e c^+dc^,no 
instante t.
Ã colisão direta especificada pelas variáveis c, c^ e
k corresponde uma colisão inversa onde c e c^ são as velocida­
des dos dois átomos depois da colisão e -k ê o vetor de colisão 
(ver Fig. 1.4.2). Na colisão inversa, o centro do segundo átomo 
estará na posição x + ak e o ponto de contacto em x + ̂  ak . Assim, 
o número médio de colisões inversas na unidade de tempo no ins­
tante t, tal que o centro do primeiro átomo se encontra no ele
mento de volume dx, as velocidades dos dois átomos depois da co
lisão variam entre c e c + dc, c^ e c^+ dc^, e a reta que 
contém os centros dos dois átomos no instante da colisão tem a 
orientação de -k,onde k varia entre k e k+dk, será
(1.5.6)
onde foi utilizada a mesma notação da eq. (1.5. 5) . Assim, encon 
tramos a equação íntegro-diferencial para a função de distribui 
ção das velocidades para o caso de um gás denso constituído de 
átomos esféricos com diâmetro a:
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(1.5.7)que e a equaçao de Enskog.
Admitindo que as condições do gás sejam suficiente sua 
ves, expandimos cada uma das funções x(x ±^ak) e f^(x+ak) em 
série de Taylor em torno de x e negligenciamos os termos de or 
dem superior aos de segunda ordem. Nestas condições, a equação 
de Enskog pode ser escrita na forma
onde foram usadas abreviações análogas às expressas em (1.4.8),
1.6 EQUAÇÃO DE TRANSPORTE I
Multiplicando a equação de Enskog na forma (1.5.8) por
uma função arbitrária i|/(x,c,t), integrando em todos os valores 
de c e desenvolvendo até os termos de lf ordem em a, obtemos
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onde
y ^ (W )
(1.6.2)
W  s  £($•&) 4  <Lcdcr
Considerando que na colisão inversa (Fig. 1.4.2b) tere 
mos o vetor de colisão k', a velocidade relativa antes da coli­
são g' e a função arbitrária \fi' (x,c' , t) , onde
* ' *  - k ,
(1.6.3)
4' = ’ é >rU
podemos operar em alguns termos da eq. (1.6.1), como por exem­
plo
k  - f  ( f n k f í v ) l  k f f i v
(1.6.4)
Efetuando operações análogas nos devidos termos da eq. (1.6.1), 
tendo em conta que
(1.6.5)
r  fa. J fàx,. I h vc J> >«. * fi
obtemos
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^  + ÿ Ij = S  + pI (1.6.6)
que é a equação de transporte I para gases densos, onde
é a "densidade" da função 4; (vide, a titu­
lo de ilustração a eq. 1.1.2, onde, se in 
troduzirmos no integrando a função 4>=m,ob 
teremos a densidade expressa pela eq.L 1.3);
é o "fluxo cinético" da função \p, ou seja, 
fluxo da função 4> conseqüente do escoamen 
to do gás;
i o "fluxo potencial" da função 4»,ou seja, 
fluxo da função 4' relativo às colisões in 
ter-atômicas, onde corresponde à va­
riação da função \p antes (\p) e depois (ip ') 
da colisão;
CC / /— (cfyj fj J —
/  C ftc. j $ ciiz aspeito à ação de forças externas ao
sistema considerado a que chamaremos de 
"suprimento". Para o nosso caso, será des 
considerada a ação de forças externas, e 
portanto teremos S=0;
P = P t + f ?  corresponde à "produção", ou seja, à evo­
lução da função \p no processo considerado, 
observando-se duas contribuições distin - 
tas que são:
31
"produção própria" que é a produção devi 
da ao escoamento do gás;
-"produção devida a colisões", ou seja , 
produção correspondente â função no que
tange â sua variação antes (ip) e depois 
(̂ ') da colisão.
1,7 EQUAÇÃO DE TRANSPORTE II
Com o mesmo procedimento adotado na seção anterior, le 
vando o desenvolvimento ati os termos de 2? ordem em a, obtemos
rn  { ( f %  - f ^ L♦ f é .  - í  % . ) * -
4
f \ u ( / í í L  + P Í Í L ) < t v +
J v flGhc/àX' I ]* Qit/dXj f &C&TL'J
(1.7.1)
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onde valem as expressões (1.6.2). Ainda com o mesmo procedimen­
to da seção anterior, obtemos
+ J _  + 4 * ) =  S  + P" d.7.2)
Qrt. v ^
que é a equação de transporte II para gases densos, onde
(densidade)
^  (fluxo cinético)
(fluxo potencial) 
(suprimento)
p* pf . ?f (produção), com
^  + ^  (produção própria)





*~sj ^ * j (produção devida a colisões)
Obviamente, os termos da eq. ( 1.7.2) têm os mesmos signi
ficados físicos que os termos correspondentes da eq. (1.6.6) ,Se­
ção 1.6, onde se traça alguns comentários pertinentes ao assun­
to, comentários esses que não repetiremos aqui.
0 motivo pelo qual fazemos a obtenção de duas equações 
de balanço (uma com desenvolvimento até os termos de ordem a e 
outra ati a ) será justificado quando tratarmos do assunto refe 
rente aos coeficientes de transporte no Capítulo 4.
As equações de transporte I e II nos permitirão obter 
as equações de balanço I e II ao fazermos a função ip, nas equa­
ções de transporte, assumir valores adequados aos nossos propõ 
sitos de gerar um sistema de equações nos campos básicos a se 




II, TEORIA CINÉTICA DE 13 CAMPOS
Definimos os campos básicos que descrevem o estado ma­
croscópico do gás e obtemos as equações de balanço correspondent 
tes a partir da equação de transporte I.
A função de distribuição f i obtida pela maximização da 
entropia, considerando
H .H )
onde f.. i a maxwelliana e <j> o desvio.M
Definida a função de distribuição, calculamos os momen 
tos e as produções correspondentes.
II.1 CAMPOS BÁSICOS
0 estado macroscópico de um gás denso monoatômico sim­
ples, constituído por átomos esféricos, perfeitamente rígidos , 
elásticos e lisos, pode ser descrito pelos 13 campos escalares 
seguintes: densidade (p), momento linear (pv^), tensor pressão 




f > O í = J i r \ C L f<t£
onde é a velocidade peculiar já definida em (1.1.5'). 
Observações:
Vc é o correspondente vetor fluxo de massa,
corresponde a tris vetores fluxo de momen
to linear nas direções j. Os nove componentes p^^
desses vetores constituem o tensor pressão (simétri 
£co de 2. ordem). Os elementos da diagonal principal 
correspondem a pressões normais, p ^  sendo a força 
por unidade de área exercida na direção i em uma su 
perflcie plana do gás perpendicular a esta direção. 
Os elementos não-diagonais correspondem a tensões de 
cizalhamento, p^j (if̂ j) sendo a força por unidade 
de área exercida na direção i em uma superfície pia 
na do gás perpendicular ã direção j.
A pressão hidrostática (ou simplesmente pressão) i 
definida como o valor médio das pressões normais 
através de três planos ortogonais quaisquer:
«*•  ̂ Sionde e a componente ij do tensor unitário de 2. 
ordem.
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L í i ) / f m L C f < t c  e o correspondente vetor fluxo de ca 
lor dado pelos seus três componentes cartesianos 
(i = x,y,z).
I I . 2 EQUAÇÕES DE BALANÇO I
Os 13 campos escalares definidos na seção anterior exî  
gem, obviamente, 13 equações de balanço. Estas equações são ob­
tidas a partir da equação de transporte I (eq. 1.6.6),onde subs
T 1 2tituimos sucessivamente ip por m, mc^, rnĈ Cj e — mC . Desta 
forma, obtemos:
i) Iquação de balanço de massa (i|>=m)
2 l  + ? n  = o
fht
ii) Equação de balanço de momento linear (\j;=mĉ )
(2.2.1)
iii) Equação de balanço do tensor pressão (tf̂ mĈ Cj)
1 2iv) Equaçao de balanço do fluxo de calor ( f ^ m C  Ĉ )
A eq.(2.2.1)  ̂foi utilizada na obtenção da eq.(2.2.1)2 
e da mesma forma a eq.(2.2.1)  ̂ na obtenção da eq.(2.2.1)
São nulos os termos da produção devida a colisões nas 
eqs.(2.2.1)  ̂ ^ ° <3ue 3a era ^e se esperar, porque massa e mo­
mento linear são grandezas conservativas(estamos tratando do ca 
so de colisões elásticas). m e mc^ são invariantes de soma. A
energia cinética certamente se enquadra neste caso, ou seja, 
1 2  -— mc tambem e um invariante de soma, fato este confirmado pela 
eq.(4.2.1)^•
O uso do til (~) diz respeito a termos resultantes das 
colisões entre os átomos.
As eqs.(2.2.1) constituem portanto, um sistema de equa 
ções diferenciais em p, v^, p^j e q^, ou seja, nos 13 campos já
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citados. Entretanto, aparecem nestas equações novos campos (p .,13K
e qik) e termos de produção (p*k> Pijk' ^ij' ^ik' ainda nao
conhecidos, e que precisam ser calculados. Para tanto, precisa­
mos definir a função de distribuição f, nosso próximo assunto.
2 ,3  A FUNÇÃO DE DISTRIBUIÇÃO
Para gases próximos ao equilíbrio, a função de distri­
buição é obtida a partir da densidade de entropia pn, buscando-
(*)se o seu extremo, pn está sujeita aos vínculos (2.2.1) e i  de 
finida como
ic (2.3.1)
Temos uma situação análoga à da busca do extremo do fun 
cional abaixo que não está sujeito a vínculos:
- A m - A i m c . - A g m  C X j J L  <éc, (2.3.2)
onde A, A^, A^j e Â  são multiplicadores de Lagrange não depen­
dentes da função de distribuição f.
Calculamos a derivada da eq.(2.2.2) em relação af,igua 
Íamos a zero e obtemos a função de distribuição que maximiza a 
densidade de entropia sujeita aos vínculos (2.1.1):
(*) Para maiores detalhes vide |06|.
Uma vez que o nosso interesse está voltado para proces 
sos próximos ao equilíbrio, a aproximação exp x = 1 + x pode 
ser usada para o segundo exponencial em (2.2.3), bem como pode­
mos negligenciar A^v^ no primeiro, pois o nosso objetivo ê ob­
ter uma função exponencial do tipo f = fM (l + <f>) onde fM ê uma 
maxwelliana e <J> o seu desvio. Assim, temos
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exj> - f ( £  +A i- + \ y  ç ) (2.3.4)
Voltamos aos campos definidos em (2.1.1) onde introdu­
zimos a função de distribuição (2.3.4) e calculamos os multipli^ 
cadores de Lagrange com o auxílio das eqs. B.l e B.2 do apêndi­
ce B. Levamos esses valores calculados à eq.(2.3.4), negligen - 
ciamos os termos não-lineares e obtemos a função de distribuição 
procurada
(2.3.5)
chamada de função de distribuição de Grad |07|.
Ë importante notar que na eq. (2.3.4), ^<^j> representa o ten 
sor sem traço, ou seja,
A..=A. . - ± AWj> 'cj 3 V/L lj (2.3.6)
bem como na eq.(2.3.5), P<^j> representa o deviante do tensor 
pressão (p̂ j sem traço), ou seja,
f<ij> f i j  3 ffo C' (2.3.7)
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Outra maneira de obter esta função de distribuição se­
ria através da expansão em polinómios de Hermite, o resultando 
sendo obviamente o mesmo |07|. Uma vez obtida a função de dis­
tribuição expressa em termos dos 13 campos básicos definidos na 
Seção 2.1, podemos partir para o cálculo dos novos campos e ter 
mos de produção.
I I . 4 DETERMINAÇÃO DOS TERMOS CONSTITUTIVOS
Uma vez obtida a função de distribuição, podemos calcu
bem como as demais integrais relativas ás eqs.(2.2.2) são calcu 
lãveis a partir da substituição, nestas equações, da função de 
distribuição f pelo seu valor expresso na eq.(2.3.5). Dessa for 
ma, obtemos




Note-se que os novos campos e termos de produção estão 
expressos em função dos campos básicos já definidos.
0 apêndice B traz maiores detalhes sobre o cálculo das 
integrais.
2 a3Observação: b = — n —  .
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CAPITULO III 
III, PROPAGAÇÃO DE ONDAS HARMÔNICAS PLANAS LONGITUDINAIS NA 
TEORIA DOS 13 CAMPOS ESCALARES
Inicialmente, a partir das equações de balanço I, obte 
mos um sistema de equações de campo linearizadas. Busca-se uma 
solução para este sistema no caso de propagação de ondas harmô­
nicas planas longitudinais de pequena amplitude.Tal solução nos 
leva â relação de dispersão, relação esta que nos permite tirar 
algumas conclusões a respeito da velocidade de fase e do coefi­
ciente de atenuação.
I I I . l  EQUAÇÕES DE CAMPO LINEARIZADAS
Ao substituirmos os valores dos termos constitutivos 
(eqs.2.4.1) nas equações de balanço I (eqs.2.2.1), negligencian 
do os termos não lineares em v^, P<^j># <3̂ / 3p/9x^,9 v^/9Xj , 
9T/9Xj, e suas derivadas, obtemos as equações de campo lineari­
zadas para os 13 campos p, T, v^, P<^j> e <3̂ / que são:







onde as eqs.(3.1.1) ̂  4 representam, respectivamente, o traço e 
a parte sem traço da eq.(2.2.1)̂ .
A seguir, analisaremos uma solução deste sistema de 
equações diferenciais parciais (eqs.3.1.1) para o caso de propa 
gação de ondas harmônicas planas longitudinais de pequena amplî  
tude.
III.2 PROPAGAÇÃO DE ONDAS HARMÔNICAS PLANAS LONGITUDINAIS
Nosso objetivo nesta seção i a busca de uma solução pa 
ra o sistema de equações diferenciais parciais (eqs.3.1.1), so­
lução esta correspondente â propagação de ondas harmônicas pia 
nas longitudinais de pequena amplitude. Estas ondas são defini­
das de tal forma que, no equilíbrio,
p = constante, T = constante, v^ = 0
p . . = 0 , q . = 0 ,£<ij> 1
e fora do equilíbrio,
(3.2.1)




Estamos considerando somente o caso uni-dimensional , 
com a propagação de onda na direção do eixo x,o que não provoca 
perda de generalidade. Nas eqs. (3.2.2), as amplitudes p, T, v, 
p e q são consideradas pequenas, sendo negligenciãvel o produto
entre duas (ou mais) delas. A freqüência i representada por w,
«* c ir i i —e o numero de onda por k = k + ik , onde a = -k e a atenua­
ção. A velocidade de fase i dada por
(3-2-3)
Então, levando as eqs. (3.2.2) âs eqs.(3.1.1),obtemos o 
seguinte sistema:
lineares homogêneo para as amplitudes p, v, T, p e q. Este sis­
tema admite uma solução trivial somente se o determinante cor­
respondente for nulo, solução esta que fornece a relação entre 
a freqÜBncia w e o numero de onda k . Tal relaçao, chamada de re 
lação de dispersão, i expressa na forma
( a + í B ) t +  ( c  +  i Ú ) T * +  ( e  +  i F ) =  o ,  (3-2-5)
onde
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Nas expreBsões acima foi introduzida a seguinte notação:
0 fator x <3ue aparece na relação de dispersão (eq.3.2. 
5) ê o mesmo da Seção 1.5 (introduzido ao se levar em conta que 
o aumento da densidade diminui o volume "livre” aos átomos do 
gás). Portanto, para gases ideais, x = 1/ aumentando de valor 
â medida em que aumenta a densidade, tendendo ao infinito quan-
do o gás se aproxima do estado em que os átomos ficam tão prõxî  
mos uns dos outros que o seu movimento se torna impossível.
X será expresso pela série
cujos coeficientes são os "coeficientes viriais para esferas rí 
gidas". No apêndice B mostramos o procedimento de cálculo para 
a determinação do fator x até o termo de 1? ordem em p*, sendo 
que os demais termos têm sido calculados através de métodos nu­
méricos j 08| e |09| .
Com o auxílio da análise numérica podemos adotar uma 
representação mais precisa para x* Utilizando o Método dos Apro 
ximantes de Padé |10| representamos a série virial como um quo­
ciente de dois polinómios cujos coeficientes são calculados pe 
la expansão deste quociente numa série de potências, impondo-se 
aos seus n primeiros termos a correspondência aos n primeiros 
coeficientes da própria função expandida em série de Taylor. Se 
guindo este procedimento, obtemos
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expressão esta que levamos à relação de dispersão, cuja solução 
pode ser facilmente obtida para r. Desta solução, obtemos a ve­
locidade de fase v^ e o coeficiente de atenuação a = -k^ como 
funções de l/r e p* (vide Fig. 3.2.1).
0 ,-20695/3 +  0,1100 a  +  0 , 0366^0* +  Q/ 0438f>* +  . . .  ( 3 . 2 . 8 )
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Fig. 3.2.1 - Velocidades de fase e coeficiente de ate­
nuação de acordo com a teoria dos 13 cam 
pos .
Pode-se observar pela Fig. 3.2.1/ bem como da relação 
de dispersão (eq. 3.2.5), que o valor máximo da velocidade de fa 
se (para w -*■ ») i um valor finito. Esta constatação é importan­
te porque o fato de a velocidade máxima de fase ter valor fini 
to evita o paradoxo da condução de calor descrito na Seção 5.2.
Para pequenos valores de w, a velocidade de fase tende 
para a velocidade adiabâtica do som no gás dada por
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CAPÍTULO IV
IV, TEORIA CINÉTICA DE 5 CAMPOS ESCALARES
Uma vez definidos os 5 campos p(densidade), (veloci­
dade) e T(temperatura), partimos para a obtenção das equações 
de balanço correspondentes. Diferentemente do caso da teoria de 
13 campos (onde fizemos o desenvolvimento até os termos de or­
dem a na equação de transporte I), consideraremos a equação de
- 2 transporte II (com desenvolvimento ati os termos de ordem a ) .
Isto i feito porque estamos interessados em termos constitutivos
que contenham gradientes de velocidade e de temperatura para poŝ
terior relacionamento com as leis de Navier-Stokes e de Fourier.
Desta forma, obtemos os coeficientes de viscosidade volumétrica,
de viscosidade cizalhante e de condutividade térmica.
A.l CAMPOS BÁSICOS
Como jã foi visto no Capítulo 3, a Teoria Cinética de 
13 campos fornece velocidades de onda finitas quando w-*-«®,o que 
sem dúvida a valoriza. Entretanto, é usual a utilização de equa 
ções com os 5 campos jã definidos anteriormente p(densidade),v^ 
(velocidade) e T(temperatura) para representar o estado termodi 
nâmico de um sistema. Façamos então o desenvolvimento de vima teo 
ria que utilize as cinco equações correspondentes aos cinco cam 
pos citados.
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4,2  EQUAÇÕES DE BALANÇO I I
As 5 equações de balanço correspondentes aos campos p, 
e T são obtidas a partir da equação de transporte II (eq. 1. 
7.2) onde sucessivamente substituímos  ̂por m, mc^ e — mc . As­
sim, temos :
i) Equação de balanço de massa (ip = m)
ii) Equação de balanço de momento linear = mc^)
(4.2.1)
1  2,iii) Equação de balanço de energia (i|> = — mc )
p ( e + í
& +2-
tot 1 \ z ] ***
3 kT ~onde e = ----, e os termos constitutivos sao
2
f r  % *  4 V  c '!- c ‘) V j ^ Í í t
=o,
(4.2.2)
Nas eqB.(4.2.1) não há termos de produção, o que já es 
perávamos, pois conforme comentado na Seção 2.2, as grandezas 
massa, momento linear e energia são invariantes de soma.
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Consideramos os termos constitutivos com desenvolvimen
to ate os termos de ordem a* porque observando as eqs.(4.2.2),
2 -II -IInotamos que aparece nos termos de ordem a de p ^  e <3̂  *° fator
V . in —  . Como a função de distribuição f é expressa em ter - 
1mos dos campos básicos, é de se esperar que surjam dal gradien 
tes desses mesmos campos básicos. Isto nos permitirá identifi­
car as àeis de Navier-Stokes e de Fourier, expressas em termos 
de gradientes de velocidade e de temperatura, e obter os coefi­
cientes de transporte.
4,3 DETERMINAÇÃO DOS TERMOS CONSTITUTIVOS
XX  ̂xxPara o cálculo dos termos constitutivos p ^  e <3̂  • s e ~ 
guimos o mesmo procedimento adotado na Seção 2,4, ou seja, nas 
eqs. (4.2.2) substituimos o valor da função de distribuição ex 
presso pela eq.(2.3.5), e procedemos ao cálculo das integrais 
(ver apêndice B). Assim procedendo, obtemos
fk 5 ?  r  m 4/i V/r'>/ \j- f y x j  (4.3.1)
Nestas equações não consideramos os gradientes de P< ĵc> e ^e <3̂ 
pois os mesmos nos levariam a equações constitutivas com gradien 
tes de segunda ordem dos campos básicos p, v^ e T.
4,4 COEFICIENTES DE TRANSPORTE
O tensor pressão definido na Seção 2.1 como
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(4.4.1)
diz respeito â transferência de momento linear devida ao escoa­
mento do gás. A transferência de momento linear devida a coli­
sões ê expressa pelo tensor P^» definido na Seção 4.2 como
f S -  3  t n f a  I V (4.4.2)
Dessa forma, a transferência total de momento linear, isto ê, a 
soma da transferência devida ao escoamento do gás com a transfe 
rência devida a colisões pode ser expressa por
<4-4-3>
Tendo em conta a eq.(2.3.7) e a eq.(4.3.1)^, podemos escrever
^  (4.4.4)
3 V  .
Buscando expressar p em termos de  --- , voltamos à eq.(3.1.
< i k > k >
1)  ̂onde fazemos um tipo de iteração maxwelliana. Esta iteração 
consiste em substituir, no primeiro membro da equação, os valo­
res de p e de q. pelos seus correspondentes valores de equî
líbrio p^?l e qí°^ (ambos nulos), e obter no segundo membro da  ̂1K ̂ X




/ (4.4.5)A  = . ^ . í à i L \  U  ± jLp
/<*> %<t\i\rr') \6 4 I -k>






( l t Ÿ  í5 rnkl 1
, +  4- p  î \ J j L  +  m ) j i ï }
5/ \ 25 257tjf
(4.4.7)
Comparando a eq.(4.4.6) com a equação de Navier-Stokes, podemos 
facilmente concluir que n ê o coeficiente de viscosidade volume 
trica, enquando y ê o coeficiente de viscosidade cizalhante.
0 vetor fluxo de calor q^, definido na Seção 2.1 como
(4.4.8)% =f í
diz respeito à transferência de energia devida ao escoamento do 
gás. A transferência de energia devida a colisões ê expressa pe 
lo vetor q?1, definido na Seção 4.2 comoJC
f k - j \ f m(c 'í- c ) l!d f< (4-4-9>
Assim, a transferência total de energia, ou seja,a soma dos dois 
tipos de transferência acima citados, é igual a
(4.4.10)




~ 9 TNesta expressão, nos interessa expressar em termos de .
k
Para tanto, fazemos um tipo de iteração jmaxwelliana |11| na eq.
(3.1.1)^, ou seja, no seu primeiro membro substituímos P< ĵc> e 
q, pelos seus respectivos valores no equilíbrio p (?) e q(°)(amK <1K> ■
bos nulos) , obtendo no segundo membro o valor <3̂ ^ f correspon - 
dente ao valor da primeira iteração:
(4.4.12)
Levando esta expressão â eq.(4.4.11), obtemos




Esta equação representa a lei de Fourier, onde o coeficiente de 
condutividade térmica vale
(4.4.14)
Ë importante ressaltar que os resultados obtidos para 
os coeficientes de viscosidade (volumétrica e cizalhante) e de 
condutividade térmica (eqs.4.4.7- _ e 4.4.14) são os mesmos ob
£ y ó
tidos pelo método de Chapman-Enskog |01|.
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CAPÍTULO V 
V. PROPAGAÇÃO DE ONDAS HARMÔNICAS PLANAS LONGITUDINAIS NA 
TEORIA DOS 5 CAMPOS ESCALARES
Partimos das equações de balanço II e obtemos um siste 
ma de equações de campo linearizadas para os 5 campos p, v. eT. 
A solução deste sistema, para o caso de propagação de ondas har 
mônicas planas longitudinais de pequena amplitude nos leva a 
uma relação de dispersão, relação esta que nos permitirá chegar 
a algumas conclusões sobre a velocidade de fase e o coeficiente 
de atenuação. Em suma, trata-se de um procedimento análogo ao 
adotado no Capítulo 3. Entretanto, chega-se a resultados diver 
sos dos obtidos naquele capítulo,tornando-se interessante a com 
paração desses resultados.
5,1 EQUAÇÕES DE CAMPO LINEARIZADAS
As equações de balanço II (eqs. 4.2.1) com os termos
constitutivos (eqs.4.3.1), negligenciando os termos não lineares
3 d ôT ~em v. -r—  e suas derivadas, fornecem as seguintes equações
o X  ̂  1  o
de campo linearizadas para os 5 campos p, v^ e T:
(5.1.1)
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f U ' 4 U  I
iZ& + £/* ̂ ^(s^H.KfÊïf'L*^Ul ♦ H>f
"1 2 9-t 'rn\2 ! Jdx̂  MynttJcFjc 5 ' (25 £Sy( = °/ (5.1.1)
equações estas que correspondem, na teoria de 13 campos,as eqs.
(3.1.1).
5 ,2  PROPAGAÇÃO DE ONDAS HARMÔNICAS PLANAS
Para o sistema de equações diferenciais parciais (5.1.1) 
estamos buscando a solução correspondente à propagação de ondas 
harmônicas planas longitudinais de pequena amplitude. Estas são 
definidas de tal forma que no equilíbrio,
p = constante, = 0, ï = constante, (5.2.1)
e fora do equilíbrio
ò(t*jt-kx) y  y  ~r <■(ut-kz) _ ifíoé-ffx)
f>=p+f>e /= / 4 / e H ' ^  = '. (5.2.2)
Semelhantemente ao procedimento adotado na Seção 3.2 , 
sõ consideraremos o caso uni-dimensional, com a propagação na di_ 
reção do eixo x, sem perda da generalidade. As amplitudes p, T 
e v são consideradas pequenas, com o produto entre duas(ou mais) 
delas negligenciãvel. w é a freqüência e kC = kr + ik^ o número 
de onda. A velocidade de fase e o coeficiente de atenuação são
56
dados, respectivamente, por
/ °t = -kC- (5.2.3)
Levando (5.2.2) às eqs.(5.1.1),temos
,600 - /3 & = 0 f
Desta forma, obtemos um sistema de equações lineares ho 
mogineo para as amplitudes p, v e T. Este sistema admite uma so 
lução trivial se for nulo o determinante correspondente e desta 
forma chegamos a uma relação entre w e kc, chamada relação de 
dispersão:
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Ê L i ™ A J ã S § . i. 2 l ) / \ t64 \<oO( K 1̂1 £00 25%) I X-
E - U Í
r= o
Nas expressões acima foi introduzida a seguinte notação:
Z r 1 - t - M Í ‘4 * ) -
Resolvendo a relação de dispersão para T/ obtemos velo 
cidades de fase v^ = w/kr e coeficientes de atenuação a = -k1 co 
mo funções de ~ e p* (vide Fig. 5.2.1)
Fig. 5.2.1 - Velocidades de fase e coeficientes de atenua 
ção de acordo com a teoria dos 5 campos.
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Para w ambas as velocidades de fase tendem ao infi 
nito, mostrando que a nossa teoria preve uma velocidade infini­
ta de propagação para distúrbios de temperatura. Esta constata­
ção não expressa a realidade física e tornou-se conhecida como 
"o paradoxo da condução de calor".
Para w -*■ 0, a velocidade de fase tende para a velocida 




Introduzido na Seção 1.5, quando tratamos da equação 
de Enskog para gases densos, o fator x leva em conta que o au - 
mento da densidade do gás diminui o volume disponível ou volume 
livre para os átomos desse gás, aumentando assim a probabilida­
de de colisão.
Para gases ideais, o valor de x ê a unidade. 0 seu va­
lor aumenta na medida em que aumenta a densidade do gás, tenden 
do ao infinito no caso limite de altas densidades quando o movî  
mento dos átomos se torna impraticável, dada a proximidade de ou 
tros átomos. Para gases moderadamente densos, veremos a seguir 
como obter um valor aproximado para o fator x .
A Fig. A.l mostra dois átomos representados por duas 
esferas rígidas de diâmetros iguais a a no instante da colisão. 
Consideremos duas esferas de diâmetros iguais a 2a, a que chama 
remos de esferas associadas, com centros coincidentes com os cen 
tros dos dois átomos que colidem. 0 centro de cada átomo estará 
sobre a superfície da esfera de diâmetro 2a, associada ao outro 
átomo. Dessa forma, o centro de um átomo nunca poderá estar no 
interior da esfera associada ao outro átomo, a menos que hajaán 
terpenetração atômica, o que seria incompatível com o nosso mo-
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delo de esfera rígida.
Fig. A.l - Dois átomos no instante da colisão e suas 
correspondentes esferas associadas.
Se o gás for moderadamente denso, será pequeno o número de esfe 
ras associadas que se interpenetram, constituindo uma pequena 
fração do número total. Assim, o volume que não poderá ser ocu­
pado pelo centro de um átomo será aproximadamente o volume ocu
• 4 opado pela totalidade das esferas associadas, ou seja, y n n aJpor 
unidade de volume. Então, o volume no qual poderá estar situado 
o centro de um átomo se reduz à razão l--^lina3, ou seja, l-2pb,
pois
o m= — K na.,
e a probabilidade de colisão aumenta na razão l/(l-2pb) .
(A.l)
Há ainda que se considerar que a probabilidade de colî  
são e reduzida também pela proteção que um átomo exerce sobre o 
outro, funcionando como escudo. A Figura A.2 ilustra este caso 
onde a área hachnrada corresponde a uma área S da superfície es 
férica da esfera associada ao átomo com índice 1, superfície es
ta que se encontra no interior da esfera associada ao átomo sem 
índice. Nestas condições, nenhum outro átomo poderá colidir com 
o átomo 1 e ter seu centro em S no instante da colisão.
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Fig. A.2 - Interpretação das esferas associadas de dois 
átomos.
Lembrando que estas considerações dizem respeito a ga­
ses moderadamente densos, podemos negligenciar os casos em que 
mais do que duas esferas associadas se interpenetram simultanea 
mente. Estamos negligenciando portanto, as colisões ternárias , 
quaternárias, etc.
Seja uma esfera de raio x e outra de raio x + dx, com 
x variando entre a e 2a, ambas as esferas concêntricas com oãto 
mo 1. A probabilidade de que a casca esférica de volume 4n x2dx 
(volume limitado pelas esferas de raio x e de raio x + dx) con- 
tenha o centro do átomo sem índice é 4 II n x dx. A esfera asso - 
ciada a este átomo seccionaria a esfera associada ao átomo 1 se 
gundo uma calota esférica de altura a - ^  x e área 2üa (a - ̂  x). 
Assim, a área total provável seccionada da esfera associada ao
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átomo 1 pelas esferas associadas a outros átomos é
JtCL
£
2 % < x ( a -  4 k n  tc <hc = ~  K  n a , (A.2)
Dividindo este valor pela área total da superfície esférica
2 ii o4 lia , e subtraindo da unidade, obtemos a fração 1 - Hna ,cor 
respondente â porção na qual poderão estar os centros dos áto­
mos no instante da colisão. Portanto, o efeito de proteção exer 
eido pelos outros átomos i no sentido de reduzir a probabilida­
de de colisão, e podemos obter o valor de x para gases moderada 
mente densos ao combinarmos os resultados obtidos. Dessa forma, 
temos
i - 2 ^  /-2/ob õ'
correto até a primeira ordem em pb. Outros termos de ordem supe 
rior em pb têm sido calculados através de métodos numéricos |08| 
e 109 I , o resultado sendo
\  = I + + Qt2B (o 3^ + 0,UCÔj§£+ 0,0586p io + 0; O I5 8 p lt +5 * («O
(A.4)
0 valor de x utilizado nas propagações de ondas harmô­
nicas planas (Seções 3.2 e 5.2) foi o valor expresso em (A.4)re 
presentado de uma forma mais precisa com o auxílio do método dos 
aproximantes de Padé |10|.
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APÊNDICE B 
B CÁLCULO DAS INTEGRAIS
B,1 FORMULÁRIO
No espaço vetorial tri-dimensional sendo c um vetor 
deste espaço, valem as seguintes expressões (vide |12|):
í ° ‘ /  ̂  ̂ '
"V *  (B.l)
Í v j  cnci  f  (<?)<k • L  * kÇj»* K  f  (4  <k
São encontradiços nas tabelas de integrais os resulta­
dos das seguintes integrais definidas:
yoo , ,  2n f  /
°° 2 ií \n *' (B -2>





" & & T
K k k  ' £2(íá‘ +êJ'^ +á áy)*(n-|)&“ o><
k^ jkk(§ ’b) 4  = 2?l rfn-4,õ(n+̂ +̂ (n+ŝ 1 <*f(<̂  ̂ 6+ ̂ §* + Ía^>) + n̂ f (g^ ̂  •
(B. 3)
B .2 PROCEDIMENTO
Consideremos inicialmente que a velocidade relativa g 
(eq.1.3.17)^ e a velocidade do centro de massa G (eq. 1.3 .16) ̂  po 
dem ser escritas em função da velocidade peculiar na forma
Sr C: ~ Q G.=
d * c .c (B. 4)
A partir destas duas equações, podemos facilmente mostrar que
(B. 5)
Feitas estas considerações iniciais, o produto ff^ po­
de ser obtido das eqs.(2.3.5) e (B.5), na forma
U  **t [ ík Á 2G + ^)]{,+ ^ % Í { 2Ĝ J + i& é j, 
+ [ í f r K + í l Ú - ']+ 5f r ^ ) }  •
(B. 6)
Também, das eqs.(1.3.16)  ̂e (1.3.17)^, obtemos facil -
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mente que
^£<£$1 ~ dg (B.7)
Tendo em conta que a estrutura do cálculo i a mesma 
tanto para o cálculo dos momentos como para o cálculo das produ
ções (eqs.2.4.1), mostraremos somente o desenvolvimento do cál-
-jculo da produção P*.,dada pela eq.(2.2.2)
(B.8)
Com o auxílio da eq.(1.3.23)
(B. 9)
e da eq.(1.3.25), aqui expressa em termos da velocidade peculiar 
(componentes cartesianas),
C[- CL + k(ê'k\ (B. 10)
chegamos facilmente à expressão
Ç Ç - C f i s  c p f e - h ) *  C j ^ - ^ k h  (?••$ (B-11)
Substituindo as eqs. B.5, B.6, B.7 e B.ll na eq. B.8,obtemos pa 
ra a primeira integral desta equação a que chamaremos de 1 ,̂ a 
expressão
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ir / " { íGi  - f*)]f' ■
'(f) k s i *  ̂ ( f ) { 2e{HT(s!+ ̂ ) - ' ] ^ « Â e4)"E<i5'4^ ^ ‘tê
(B. 12)
Integramos esta equação inicialmente em © e e, utilizando para 
isso as eqs. B.3. A seguir, com o auxilio das eqs. B.l e B.2 , 
fazemos as integrações finais, negligenciamos os termos não li­
neares e obtemos
) r<v> (B. 13)
A segunda integral da eq. B.7, a que chamaremos de I2/ 
tem procedimento de cálculo análogo ao da integral 1 ,̂ com o de 
talhe de que nesta integral aparece o fator í,n Lembrando
que a função de distribuição fora do equilíbrio f pode ser es­
crita na forma
H n  H l
(B.14)









onde negligenciamos os termos não lineares.
Podemos agora proceder ao cálculo da integral I2 seguindo os mes 
mos passos do cálculo da integral 1 ,̂ o resultado sendo
r = ± A 2i>\ A T ^  + A - p O ^ L  . 4  s/* ^ J>+ 25/ ^ (B.16)
Finalmente, das eqs. B.13 e B.16, obtemos que
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